Nombres complexes

préambule :
En 1545, dans son ouvrage Artis magnae sive regulis algebraicus, le mathématicien italien
Cardan veut résoudre I'équation : x(10 — x) = 40. Il est confronté a une opération im-
possible : déterminer les racines carrées de nombres négatifs.

Il donne cependant alors deux solutions (5. p. R. m. 15 et 5. m. R. m. 15 ) qu'on pourrait
écrire aujourd'hui ainsi : 5 +/-15 et 5 —+/-15.

Cardan, conscient qu'en théorie I'équation est impossible a résoudre, demande a ses
lecteurs de faire preuve d'imagination et appelle ces nombres des quantités sophisti-
quées. Le mathématicien francais Descartes les qualifiera bien plus tard en 1637 de
nombres imaginaires.

Au 18&me siécle, on introduit le symbole " i " tel que i = —1.

De maniére plus cohérente, 5 + /=15 (5 ++/715/=1) s'écrit alors 5 +[15i

i comme "imaginaire" !

En 1831, le mathématicien allemand Gauss désigne les nombres s'écrivant a + bi B
(avec a et b deux nombres réels) sous l'appellation de nombres complexes. -

attention ! tout réel est aussi un complexe. -5 = -5 + 0

1) Notion de hombre complexe :

a) forme algébrique d'un nombre complexe :

définition : Nous admettrons qu'il existe un ensemble de nombres appelés nombres
complexes. Cet ensemble, noté C, vérifie les propriétés suivantes :

e ([ contient I'ensemble IR des nombres réels.

e @ contient un nombre i tel que 2 = —1

e ([ est muni d'une addition et d'une multiplication suivant des régles de calcul
similaires a celles adoptées pour les nombres réels.

définition : Tout nombre complexe z s'écrit de maniére unique sous la forme a + bi
avec a et b deux nombres réels. Cette écriture est appelée la forme algébrique de z.
» a est la partie réelle de z, on la note Re(z)

» b est la partie imaginaire de z, on la note Im(z)

» Sib =0, z est un nombre réel (z = a) les parties réelles et imaginaires d'un nombre

» Sia =0, zestunimaginaire pur (z = bi) complexe sont des nombres réels !

Ex: Soitz=-5++/3i,0ona Re(z) =-5et Im(z) =/3

propriété : Deux nombres complexes sont égaux, si et seulement si, ils ont méme
partie réelle et méme partie imaginaire.

a+bi=a'+Db'i équivaut a a=a' et b=b' (avec a, b, a', b' des nombres réels)
remarque :a + bi = 0 équivaut a a=0 et b=0 (avec a et b des nombres réels)

A

cette propriété est déduite de l'unicité de I'écriture algébrique d'un nombre complexe !
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b) calculs algébriques dans I'ensemble € des nombres complexes :

Soient deux nombres complexes z = a+bi et z' = a'+b'i (a, b, a', b' sont des nombres
réels)

» addition, multiplication n'oublions pas que i? = —1 !
D'aprés les propriétés de I'ensemble @,
e z+Z =(a+bi))+(@+bi)=(a+a’)+(b+b)i

e 77'=(a+bi)@ +b'i)=aa +bbi?+abi+ab'i = (aa' — bb') + (ab' + a'b)i

les identités remarquables restent valables dans © ! en voici une nouvelle & retenir :
(a + bi)(a —bi) = a® — (bi)? = a2 — b%? = a2 + b?

Ex:
o (1+5)+(-7+2))=(1-7)+(5+2)i=—6+7i
© 9-5/—(6-4i)=9-5i+6+4i=15-i
o (3-2i)(-7+5i)=-21+15{+14i—-10x (-1) = —11 + 28i
e Résolvons dans € I'équation : 5z +3—-4i =7

5z+1-4i=7
donc 5z=7-1+4i
donc 5z=6+4i

donc z _8 ii
=575

=11

> inverse, quotient

propriété :
. 1
Tout nombre complexe z tel que z # 0 admet un inverse noté >

Soit z = a + bi (avec a et b des nombres réels tous deux différents de 0)
l'inverse de z est 1 a-bi
z a2+b?
» démonstration
Soit z = a + bi (avec a et b deux nombres réels tels que a # 0 et b # 0)
1 1x(a—-bi) a-bi
a+bi  (a+bi)a—bi) a+b?

1_
=

Ex: L'inverse de 5 —i est S+l S+1_5 1i;celuideies’[%=—i

1
5—i 524 (—1)2 26 2626

définition : Soient deux nombres complexes z = a+bi et z' = a'+b'i (a, b, a', b’ sont
des réels et ' # 0)

Le quotient de z' par z est défini par% =27 x%

S 3+2i ) 1 o1+ 1
Ex: 1_.=(3+21)x—1_l.=(3+21)x—2 =5+

N o

1
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I1) Conjuqué d' un nombre complexe :

définition : Soit un nombre complexe z de forme algébrique z = a+bi (avec a et b

deux réels) A

Le conjugué de z est le nombre complexe de forme algébrique a — bi. On le note z. éffg%.;}

Ex: Pl 5
e Siz=8-2i,alorsz=8+2i 5 se lit "z barre” Z_ =
e 5-6i=5+6i

l

7

N !
Il

remarques : Soit un nombre complexe z de forme algébrique z = a+bi (avec a etb
deux réels)
» Le produit d'un nombre complexe par son conjugué est un nombre réel positif.

2z = (a + bi)(a — bi) = a2 + b2
Ex: (5+7)(5-7)=52+72=74

»z+z=2a=2Re(z) et z-2z=2bi=2Im(z)i.Ilenrésulte que:
e zestunréel équivautaz==z
e zestunimaginaire pur équivautaz =-z

propriétés :
Soient deux nombres complexes z et z'. Soit n un entier naturel non nul.
1> z=z 20 z2+2 =2+7 3 zxZ =zxZ7
a» @:]— 5»(5.)=.5, 6> 2" = (2)"
Z Z Z Z

» démonstrations

Soient deux nombres complexes z = a+bi et z' = a'+b'i (a, b, a', b' sont des nombres
réels)

1> z=a-bidoncz=a~-bi=a—(-bi)=a+bi=z

2 z+Z =(@a+a)+(b+bYi =(@a+a)-(b+b)i=(a—bi)+(@-bi)=z+7Z
3>

Ona,zxz =(a+bi)a +b'i)=aa +ab'i+abi+bbi?=(aa — bb) + (ab' +ab) i
donc zxZ =(aa'— bb')— (ab' + a'b)i

D'autre part,z=a—bietz'=a—Db'i

Donc, z x Z' = (a — bi)(a — b'i) =(aa' — bb') — (ab' + ab')i = zx 7

4» On suppose que z est différent de 0

1 1 a—bi a—bi a b

z” a+bi~ (a+bi)(a—bi) a2+b2” a2+b2" a2 + b2

donc (l) . b i
z)” a2+b2 " a?+b2
D'autre part,

1 a+bi _a+bi _ a b ;
“a-bi_ (abi)(a+bi) a2+b2 aZ+b2"aZb2
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5» On suppose que z' est différent de 0
(z£)= (z X ;—) =ZX Gj (voir propriété 3)

Or, d'apres la propriété précédente, (g ==

donc (5) =ZXT; ==

z Z' z
6» Démontrons par récurrence que la propriété Pn: «z" = (z)"» est vraie pour neIN*
Initialisation : Pour n=1, ona 21 =z = (z)' donc la propriété P4 est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel (n>1) quelconque fixé.
Supposons que Pn est vraie (hypothése de récurrence). Montrons que Py, est vraie.
D'aprés I' hypothése de récurrence, z" = (z)" donc 2" xz = (z)" x z

. i Th T mmm s S S - - o \NH

Or, d'aprés la propriété 3, 2" x z = 70Xz = 271 donc 27 T=(z)"xz = ()"
Par suite, la propriété P, est vraie.
Conclusion : La propriété Pn étant vraie au rang 1 et étant héréditaire, elle est vraie
pour tout entier naturel n (n>1).

1) Module d' un hombre complexe :

définition :
Soit un nombre complexe z de forme algébrique z = a + bi (avec a et b deux réels)
Le module de z, noté |z|, est le nombre réel positif /a2 + b2

propriétés :

Soient deux nombres complexes z et z' que z' # 0, soit un entier naturel n

1> |22 =2z 2p |z| = |-z 3> |z| = |z| 4w |zx Z'| =z x |2'|

5p | _lzl 60 2" = |2" 7> ' ' inégalité triangulaire, nous
Z'| 127 2" = |27 2+ 2] <z +12] < comprendrons mieux pourquoi

a la fin du chapitre dans le pa-
ragraphe VIII !

» démonstrations
Soient deux nombres complexes z = a+bi et z' = a'+b'i
(a, b, a', b' sont des nombres réels et z' # 0)

10 2z = (a + bi)(a— bi) = a2 + b2 = (\[aZ + b2)? = |z

20 |z] =\[a2 + b2 =\[(-a)2 + (-b)? = |-a — bi | = ||

3> |zl =+\/a2 + b2 =~[a2 + (-b)2= | a—bi | = |2|

4 |z x Z| = |(a + bi)(@ + b'i)| = [aa' — bb' + (a'b + ab')i| =/(aa' — bb')2 + (ab + ab')?
=+/a2a — 2aabb' +b%'2 + 2202 + 2a'bab’ + a2b'2 =/aa' +b202 + a'2b? + a2b™
=/a2(a"2 + b'2) +b2( a2 + b) =/(a2 + b2)(a + b'2) =~[a2 + b2~[a2 + b2 = |7| X |2
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propriete 1 le conjugué d'un quotient est le quotient des conjugués !

1Y, Vs o . z| _ Izl
5 = =—,x(—.)=?= 5 or, un module est un réel positif, donc 5| =+
z2°\z2) 77" |z |2

6» Démontrons par récurrence que la propriété Pn: «|z|" = |2"|» est vraie pour nelN
Initialisation : Pour n=0, |z|O =1 = |20 donc la propriété P est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel quelconque fixé.

Supposons que Pn est vraie (hypothése de récurrence). Montrons que Py, est vraie.
Onalz™ =|zI"x |z

D'aprés I' hypothése de récurrence, |z|" = |z"| donc |z|
Or, d'aprés la propriété 4, |z x 2'| = |z| x |Z'|

Donc |zI™" = |z)" x |z| = 2" x |z = |2" X ]| = |z™]

Par suite, la propriété P, est vraie.

Conclusion : La propriété Pn étant vraie au rang 0 et étant héréditaire, elle est vraie
pour tout entier naturel n.

"=z x |z = 12" x |2]

7» Démontrons que |z + Z| < |z| + |Z]].

Les deux membres étant positifs, cela revient a comparer leurs carrés.
2+Z2P=(z+2)WZ+Z)=(@2+2) (2+2)=22+22 +22+27 = 2> + |Z]? + 2Z' + 2'Z
Or,z7z =7 zdonc zZ' + 2z = zz' + 7 z = 2Re(zZ') donc |z + Z'|?=|z|? + |2'|? + 2Re(z2)
D'autre part, (2] + |2])? = |z[? + 2|z||2] + |2'|?

De plus, on a |zZ° = (Re(z2))? + (Im(z2'))? donc (Re(z2)))? < |22

On en déduit que Re(zz') < |zZ'].

Donc |z + |2'|? + 2Re(zZ') < |z|? + |22 + 2|zZ|

Par suite, |z + 22 < (|z] + |2])?

IV) Equations du second degré dans C:

propriété : Soient a, b, c trois réels aveca # 0
Dans @, I'équation az2 + bz + ¢ = 0 a toujours une solution.
Le discriminant de I'équation est A = b? — 4ac.

» Si A >0, I'équation a deux solutions réelles : z, =M t z M

2a °© %277 2a
» Si A =0, I'équation a une solution double réelle : z; = E—a
» Si A <0, I'équation a deux solutions complexes conjuguées :

_brAA o b-iA

2y = 2a 2a

Soient z, et z, les solutions de I'¢quation azZ+bz+c=0 (danslecasouA =0, z,=2,).

Pour tout nombre complexe z,
le trinéme az? + bz + ¢ peut se factoriser sous la forme a(z — z.)(z-2,)
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» démonstration Soient a, b, c trois réels aveca # 0

24D - b2 b°-4ac]| bR A L
az+bz+c=a||z+5] 422 |~ aj|z+55) ~ 22| ] forme canoniaus
du trinbme !

Etant donné que a # 0,

, : L b2
résoudre dans C, az2 + bz + ¢ = 0 revient donc a résoudre (z +5a)

» SiA>0

ona e 2T -2, done 2o [Rouzi 2o [A
nalz+o5 =12 ONC Z+5-= 4azouz+2a-— 22

On obtient alors deux solutions réelles :

. bY_A b
> SlA_O,ona(z+2a) =4a2—0 donc z+2a—0
On obtient alors une solution réelle : z; = — 2—ba

» SiA<Qalors A >0 >

i =-1
Ona(z 3)2_ -zﬂAd/n L TP e WO IO 'L ¥
+5a) =1 122 onc +55 =1 152 ou +55= 152
On obtient alors deux solutions complexes conjuguées :

b . [-A —b+iJ-A b . |-A —b-i/-A
2a 2a

Z1=—2—a+l 4a= et 22=—2—a—l e

Ex: Résolvons I'équation 2z + 3z + 5 = 0

Elle a pour discriminant A = 3% —4x2x5=9-40=-31
L'équation a donc deux solutions complexes conjuguées :

. =—3+41\/§ ot 22=—3—41\/§

1 on peut factoriser 27° + 3z + 5 ainsi :

222+3z+5=2(z—_3 +Af“31 (z—_sll@)

V) Représentation géométrique d'un nombre complexe : | "direct" signifie
Wv)=5

. N ST - —> ue (u,v)==+n

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O ; u, v) q 2
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a) affixe d'un point :

définition : Soient a et b deux nombres réels.

» a tout nombre complexe z = a + bi, on associe le point M de coordonnées (a ; b).
M est I'image de z. On le note M(z)

» & tout point M du plan de coordonnées (a ; b), on associe le complexe z = a + bi.
z est appelé I'affixe de M, on le note z,.

—\z/ axe des imaginai- \Z/ Le’ pI:an muni d'un repere orthonor_

+ bi) A respurs M(a + bi) | me direct dans lequel on représente
des nombres complexes est appelé
plan complexe !

> "M(z) est sur I'axe des réels" équivaut a

lllm Z =0ll
axeides réels @

O - a
u

> "M(z) est sur I'axe des imaginaires purs"
équivaut a "Re(z)=0"

» M(z) et M;(z) sont symétriques par rap-
port a I'axe des réels

Ms(=a — bi) M, (a - bi) » M(z) et My(—2z) sont symétriques par
AN rapport a O

b) affixe d'un vecteur :

définition : Soient a et b deux nombres réels.

» a tout nombre complexe z = a + bi, on associe le vecteur w de coordonnées
(a;b).

» a tout vecteuer> du plan de coordonnées (a ; b), on associe le nombre complexe
z = a + bi. z est appelé I'affixe de W on le note z.

propriétés (déduites des propriétés sur les coordonnées des vecteurs) :
» deux vecteurs sont egaux SI et seulement si leurs affixes sont égales

= s équivaut a zg = zg

. q ' [ . " ] Ve
» soient deux vecteurs w et w' d'affixes respectives z et z' et un réel k

- AT '
e |affixedew +w estz+z 7 =% 717
e — W4HW' = “WT 4w
e ['affixe de kw est kz Ze = Kz

» |'affixe du milieu | du segment [AB] est z| =

ZAB=Zp—2ZA  B(zp)
A(zp)
propriété : >
Soient deux points A et B d'affixes respectives za et zg v
. —
L'affixe du vecteur AB est z,g = zg — za 5 -
u
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» démonstration

Soient deux points A et B d'affixes respectives za =x + yi et zg = x' + y'i
(x, X', y, y' sont des réels)

Les coordonnées de A et B sont respectivement (x ; y) et (x'; ')

g
Donc le vecteur AB a pour coordonnées (x'—x ;y' —vy).
Par suite et selon la définition,

'affixe de AB est x'=x)+(y'=-y)i=x"+y17)—(x+Yyi)=2zg—2za

Ex_: Soient deux points A et B d'affixes respectives za =3 +iet zg=-5+21

Le vecteur AB a pour affixe zzg=-5+2i - (3+1)=-8+1

Le milieu | de [AB] a pour affixe z, = B+i)+ (2_5 +21) =—1+ %i

VI) Arguments, formes trigonomeétriques :

a) argument d'un nombre complexe non nul :

> les arguments sont définis en
déflnltlon . radian's azmn p'rés !
P Ve . , » 0 n'a pas d'argument !
Soit un point M d'affixe non nulle z = a + bi (a et b deux réels). . v
' — > Soit 6 une mesure de (Tf ; OM)
On appelle argument de z, une mesure de I'angle (u ; OM) arg(z) = 6 + 2k (k € Z)
L' argument de z est noté arg (z). — 6 (mod 2m). On notera plus sim-
plement arg(z) = 6.
M(z
ol ] .( )
: remarque : Par définition,
r=0M=|z !
R 5 : OM =~/(a— 02 + (b—0)2=~/a% + b2 = [7]
v i
i Le module de z, |z|, est égal a la distance OM.
arg (2) i On notera r la distance OM.
(]
O a

le point M peut aussi étre caractérisé en utilisant ses coordonnés polaires (r ; arg(z)) !

b) forme trigonométrigue d'un nombre complexe non nul :

approche : M(2)
|z| sin@[-=="===mmrmmmmmemg ;
Soit un point M d'affixe non nul z et d'argument 6 "
. . . " — OM N
Soit N le point du cercle trigonométrique tel que ON = |z_| sinol----
N\ \0

On a donc zy = cos 6 + sin 0i |

— — > -
Or, OM = |z|ON donc z5; = |zlzay, Of cosfjy  |z|cosd

Par suite z = |z| (cos 0 + sin 6i)

cercle trigopnométrique de rayon 1!
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définition : Tout nombre complexe non nul z s'écrit sous la forme :
z =r(cos 0 + sin 0i) avec r = |z| et 0 = arg(z)
Cette forme est appelée forme trigopnométrique de z.

remarques :
» deux nombres complexes non nuls sont égaux si, et seulement si, ils ont méme
module et méme argument

Soient z = r(cos 0 + sin 6i) et z' = r'(cos ' + sin 6')
z=27équivautar=r'et 6=60'(mod 2m)

» Soit le nombre complexe non nul z = a + bi (avec a et b des réels)
Soit la forme trigonométrique de z = r(cos 0 + sin 6i)
e a=rcosfetb=rsind

b

a .
C0S=———= et sinf=——
—\’a2+b2 »\’a2+b2

Ex: i) E— M(1 +1/3i)

» Soit le nombre complexe z = 1 ++/3i ;

Onar=+1 +3=2,cose=%etsin9=3§

wla

Par suite 6 =7 (mod 2n)

wla

cl,

T .. T o)
Doncz=2(cos§+zsm 3)
371

» Soit le nombre complexe z= 5 (cos sSn + 1sin —)

4 4

doncz=5(_lzé+32@i)=_5g@ 5/2.

o Tt

propriétés : Soient deux nombres complexes z et z' non nuls
1» arg(z) = — arg (2) [27] 20 arg(—z) =arg (z) + © [27]
3» arg(z'z) = arg (2) + arg(z') [27] 4» arg(z") = narg(z) [27]

5» arg@) = arg(z) — arg(z') [27]

» demonstrations
1» Soit le nombre complexe non nul z = a + bi avec a et b deux réels.
Onaz=a-bi. Posons arg(z) =0 etarg (z) = 6'.
a . —b

T ot sinf' =—T———

a® + (-b) a2 + (-b)
Donc cos 6" =cos f et sin ' =—sin 0
Donc 6' =— 6 (mod 2n) Par suite, arg (z) = — arg (z) (mod 2m)

Onacos @ =

2» Soit le nombre complexe non nul z = a + bi avec a et b deux réels.

Ona-z=-—a-bi. Posons arg(z) =6 etarg (-z) =6

—a . -b

> et sinf' =
(~a)? + (-b) (-a)? + (-b)?

donccos @' =—cosfetsinf =—-sin 6

Donc #'=6 + © (mod 2r) Par suite, arg (—z) = arg (z) + © (mod 27)

Onacos@ =
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3» Soient les nombres complexes nonnulsz=a +bietz'=a'+ b'iaveca, b, a', b’ %) 2
des réels. Posons arg(z) = 6, arg (z') = ' et arg(zz') = 6"
Onazz' =(a+bi)a+b'i)=aa' —bb'+ (ab' + a'b)i

aa' — bb' . ab'+a'b .
"= "= ar définition de lI'argument !
Donc, cos 6 27| et sin@ 2z / P g

Or,a=|z|cos 6, b =|z|sin 6, a' = |Z'|cos 6', b' = |Z'|sin &'
|z|cos 6|Z'|cos @' — |z|sin 6]Z'|sin &'
|2Z| '
Or, |zZ|| = |z||z'| donc cos 6"= cos @ cos 6 — sin @ sin 0" = cos (6 + 6').
De la méme fagon, on montre que sin 6"= sin (6 + 6')
Il en résulte que 6" = 6 + 6' (mod 2r) donc arg zz' = arg z + arg z' (mod 2n)

Par suite, cos 0" =

4» Démontrons par récurrence que la propriété Pn: arg(z") = narg z (mod 2m)» est
vraie pour nelN*

Initialisation : Pour n=1, arg(z') =argz =1 xarg z donc la propriété P, est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel quelconque fixé (n #0).

Supposons que Pn est vraie (hypothése de récurrence). Montrons que Py, est vraie.
On a arg(zn+1) = arg(z" x z).

Or, d'apreés la propriété 3, arg(z" x z) = arg (z") + arg (2)

Par suite, arg(z"+!) = arg (z") + arg (z)

D'aprés I' hypothése de récurrence, arg(z") = narg (2);

Donc arg(zn+1) = narg (z) + arg (z) = (n + 1) arg(z)

Il en résulte que la propriété P, est vraie.

Conclusion : La propriété Pn étant vraie au rang 1 et étant héréditaire, elle est vraie
pour tout entier naturel n appartenant a IN*.

5p» Soient deux nombres complexes non nuls z et z'

On pose Z = f donc z = Zz'. D'apres la propriété 3, arg(z) = arg(Z) + arg(z').

Par suite, arg(Z) = arg(z) — arg(z') Il en résulte que arg @) = arg(z) — arg(z') (mod 2m)

VIl) Notation exponentielle :

approche
Considérons un nombre complexe z de module 1 tel que z = cos 6 + i sin 6
avec 6 = arg (z) (mod 2m).
Soit la fonction f définie sur IR qui associe a chaque réel le nombre complexe
f(0) =cos O +1isin 6
Ona:
» f(6) x f(0') = (cos O + i sin B)(cos ' + i sin 6')
= C0S 6 cos ' —sin 6 sin ' + i (cos O sin 0' + sin 6 cos 0')
Or, cos 0 cos 6" — sin 6 sin 6" = cos(0 + 6') et cos 6 sin 6' + sin 6 cos 6' = cos(0 + 0')
Donc f(6) x f(0") = £(6) + f(6')
» f(0)=cos0+isin0=1+0=1

Comme la fonction exponentielle, f transforme les produits en sommes et f(0) = 1 !

Au 18eme siecle, le mathématicien Leonhard Euler a I'idée d' adopter une notation exponentielle pourf et

pose f(6) =cos 6 + i sin @ = e
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définition : Tout nombre complexe non nul z de module r et d'argument 6 s'écrit
sous la forme :

z = r(cos @ + sin 6i) = rei? avec r = |z| et § = arg(z) (mod 2)
Cette forme est appelée forme exponentielle de z.

Ex:

iz
. ; : T .. T
»z=—1=cosn+isinn=e" >Z1=1+\/§l=2(COS§+lSIn§)=2€3
l-ﬂ:

: T .. n I3
> Zo=1= 5 +iIsIng =
2 cos 5 5=©

propriétés (déduites des propriétés établies sur les modules et arguments) :

Soient r et r' deux réels strictement positifs, soient 6 et 6' deux réels et soit n un entier
naturel.

Soient z = rel? et ' = r'ei?

. . —i6 i0 .
> 27" = rr' i(0+9) » 2" = (" gind pl_1 _¢ 2oL _Lei0)
V4 rel@ r Z '

en particulier, sir =1, on a(cos 6 + i sin 0)” =Cc0s nb + i sin no
Cette égalité est la formule de Moivre

i
,;;\

Ce qui précede permet de mémoriser les formules d'addition et de duplication établies en Premiére.

Par exemple, retrouvons les formules d'addition. Soient z = el et 7 = e,

Onazz =e" x = (cos 6 + i sin H)(cos ' + i sin §) = cos 6 cos 6' —sin O sin 6' + I(cos O sin 6' + sin 6 cos 6')
On a également, zz' = /@) = cos (6 + 8') + Isin (6 + ')

D'ou, cos (0+0') =cos O cos 0'—sinOsin 6" et sin (0 +6'") =cos 6 sin ' + sin 6 cos O

propriétés :

Soient deux points A et B d'affixes respectives za et zg dans un repere orthonormé
- —

direct (O ; u, v).

1> AB=|zg—2za|

— —>
2»> (u,AB) = arg (zg — za)

» démonstrations

1» Il existe un unique point M tel que OM = AB
Or, Zoon =2zy—0=2zyet zzz=25—2zpdonc z =z

— z,. Par suite, |zy| = |zg — zal
Comme |z);| = OM et OM = AB donc AB = |zg — z,|

2» |l existe un unique point M tel que OM=AB doll -

- —> - —>
Z)y = Zg — Zp €t (u,OM) = (u,AB)
- —>

Or, (u,0OM) = arg (zy),

- —>
Par suite, (u,AB) = arg (z)\) = arg (zg — zp) (mod 2m).

g
u
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retour sur l'inégalité triangulaire établie au paragraphe 3 !

Soient trois points A, B, C d'affixes respectives z,, zg et z¢ B 12|
Posons zzz =zetzz; =z. Onadonc zz =z + 2 mpc
AB=|z| BC=|Z'| AC=|z+Z| N |z +2]

\'

|z +Z'| < |z| + |Z]

remarque :

Dans le plan complexe muni d' un repére orthonormé direct (O ;U ,7), soient A(a),
B(b), C(c), D(d) des points distincts deux a deux.

Ona:

CD_|d—c|_~d—c~

AB |b—-a] |b-a

et

(ﬁ_lﬁ) = (K_D)) - (K_E:) =arg (d—-c)—arg (b—a) =arg (ﬁ)

f

trés utile pour étudier des configurations géométriques !!
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